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1. Fibonacci Reihe

Dem italienischen Mathematiker Leonarda von Pisa (1170 - 1250), besser unter
dem Namen Fibonacci - der Kurzform von filius Bonacci, (Sohn des Bonacci) -
bekannt, hat folgende Reihe definiert, angeblich um das Wachstum einer
Kaninchenpopulation zu beschreiben.

Mit den definierten sogenannten ,Fibonacci-Zahlen“ F und

Fo=0undF, =1 gilt F _,=F,+F, (1.1)

n

Die ersten Fibonacci-Zahlen ergeben sich damit zu
0;1;1; 2; 3; 5;8;13; 21; 34; 89; 144; 233; 377; 610; 987; 1597; .....

Fiir die Fibonacci-Zahlen gibt es liberraschende Zusammenhénge mit anderen
Teilgebieten der Mathematik, Physik und der Natur.

Unter anderem gibt es einen Zusammenhang mit dem Goldenen Schnitt
in der Form, dass das Verhaltnis aneinander folgender Fibonacci-Zahlen
sich dem , Goldenen Schnitt® ® (griechischer Buchstabe grofdes Phi)
schnell nahert.

F
() =;—+1 = 1,61803 39887 49894 84820 45868 34365 ... (1.2)
Schon die zehnte Fibonacci-Zahl 34 P

(zweistellig) ndhert sich dem Goldenen | e
Accuracy of Golden Number @

Schnitt auf 10 -# an, die zwanzigste F,, =
(als vierstellige Zahl = 6765) ergibt 1603

. . 1,E-04
einen Fehler von nur 10 -8 und die

1,E-05

dreifdigste F;, (sechsstellig!) ist auf

1,E-06
10 - 12 genau.
1,E-07
1,E-08
Fiir weitere Einzelheiten siehe das 1609
Literaturverzeichnis [Lit. 1 - 3] LE10
1,E-11

1,E-12

1,13

y = 3,541¢0961x

1,E-14

1,E-15
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1. Der Goldene Schnitt im Dreieck

Gleichschenklige Dreiecke der folgenden Form bieten interessante Moglichkeiten

_ 1/2 >>> o=18°
Sma:cosﬁ:? >>> B=720

h=+1-(0,5/®)>
h =0,9510565

1/
0,61803398
>>> o= 540

sina=cosf= 05® S>> B= 36

h=v1-(0,50)2
h = 0,5877853

1,61803398

Spiegelt man die Dreiecke an der ®-Achse so ergeben sich ,,goldene Rauten” mit
n-fachen Winkeln von 18 Grad, die sich zu zahlreiche Figuren legen lassen.

® *w

w13 ke
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1. Der Goldene Schnitt im Dreieck

Die Moglichkeiten der regelmafdigen und auch scheinbar unregelmafiigen
Parkettierungen scheinen unendlich zu sein
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1. Der Goldene Schnitt im Rechteck

Der Goldene Schnitt ergibt sich aus der graphischen Definition eines Rechteckes
Indem sich selbstahnliche Flachen wie folgt ergeben.

1 1
1
O-1 @
Es gilt:
e 1 o
— = ausmultiplizieren
1 &-1
PZ-d =1 quadratische Erganzung
d 1 5 1
O -2—+ () =1+%h="=(P-2)°
2 + () =y T @)

Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen ®,,=0,5(1+ \/E)
Die positive Losung beschreibt den ,,Goldenen Schnitt”

¢=%(1+\/§) (1.3)

Zeichnet man die Fibonacci Zahlen als Quadrate wie u.a. und verbindet diese mit
jeweils einem wachsenden Viertelkreis so erhilt man eine ,,Goldene Spirale“

L ~
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1. Der Goldene Schnitt im Fiinfeck/ Pentagon

Konstruiert man ein Fiinfeck mit der Einheitslange 1 so ergibt sich folgendes Bild.

1/2

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke folgt das Verhiltnis der violetten zur blauen
Lange welches dhnlich der griinen zur roten Lange ist.

¢-2/d  1/D
1 @
Dies ergibt eine kubische Gleichung in @

ausmultiplizieren

P*-20=1 siehe Anhang
Mit der Losung @ = 1,618 ... dem bekannten Wert des Goldenen Schnittes.
Der Verkleinerungsfaktor der Flinfecke betragt & -2/® = 0,381 965 ...

Mit dem Dreiecks-/ Eckenwinkel von 36 & 72 Grad lassen sich auch Beziehungen
zwischen den trigonometrischen Funktionen und dem Goldenen Schnitt ableiten
Denn es gilt mit dem Cosinus bzw. auch tiber die Sinusfunktion

1/2
cos 720 = — sin 180 = ~—— cos 369 = L
D D 1/®
woraus folgt
0,5 0,5
= b =— ® =2 cos 36° (1.4)
cos 720 sin 180
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1. Fibonacci Reihen in der Natur

Der ,Goldene Schnitt” wird in der Kunst als ,schonstes” Teilungsverhaltnis
angesehen, da der Mensch dieses Verhaltnis bei Abmessungen von Bildern,
Hausern oder dhnlichem als besonders ,,schon” empfindet.

Auch in der Natur findet man den Goldenen Schnitt bzw. die Fibonacci Zahlen

bei besonders schonen Blumen wieder.

Diese Sonnenblume hat am dufderen Rand 34 Sonnenblumenkerne. Man findet

auch bei anderen Blumen Fibonacci Zahlen, z.B.
Kleeblatt-3  Wildrose-5  Scharbock-8 gelbe - 13 weifde Gansebl. - 21

Warum die Natur zufélligerweise diese Zahlen wahlt ist bisher nicht sicher
verstanden, denn natiirlich konnen Kreise auch mit jeder anderen Zahl realisiert
werden (und Blumen halten sich auch nicht immer an diese , Regel”).

Beim obigen Exemplar sieht man sehr schon die wachsenden Kreise die sich

perfekt zu einer Spirale fiigen.
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2. Kreise im Kreis

Die spiralformig angeordneten Blumenblatter/ Samenkdrner in der Natur lassen
sich sehr einfach durch Kreise im Kreis wie folgt erzeugen.

Dabei werden einfach N Kreise mit dem Durchmesser d im Kreis angeordnet.
Die nichsten - etwas Kkleineren Kreise - werden um einen Winkel 180°/ N
gedreht und so verkleinert, dass diese die dufderen Kreise tangieren. Im obigen
Beispiel wurde N = 34 (die zehnte Fibonacci-Zahl) dargestellt.

Mit dieser ,Bauvorschrift® kann man jede kreisformige Spirale konstruieren,

auch die mit den Fibonacci-Zahlen, beginnend mit den kleinsten Kreisen fiir
N=21

N=3

Man kann den Wachstumsprozess der Samenkorner sehr schon nachvollziehen.
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2. Kreise im Kreis - Geometrie

Die ersten N Kreise des Durchmessers d; = 2r; werden gleichmafiigin einem
Kreis mit dem AufRendurchmesser A angeordnet. Der Winkel o =360°/ N
bildet das Raster der Kreisschachtelung. Die ersten (blauen) Kreise bilden einen
Kreis mit dem Mittendurchmesser M; und dem Bertihrungsdurchmesser B,

Es gelten folgende Beziehungen in den Dreiecken:

sin B =ry,,/(r;+r)  (2.1a) M, =2r,;/sin(a/2) (2.2a)
cosy =r; /(ry+1;11) (2.1b) B,=2r,/tan(a/2) (2.2b)
90°-a/2=0+Yy (2.1¢) A =M, +d, (2.2¢)

M, =B;-2(r;+ 1) siny (2.3)

Der Radius r;,; des (zweiten roten) innenliegenden Kreises ergibt sich durch die
Losung des Gleichungssystem (2.1a - ¢).
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2. Kreise im Kreis - Ldsung

Losen des Gleichungssystems 2.1a ... c

I, I, r. A r.
sinp =—+L = wi/ 0 zur Abkiirzung A=-*1 <1
it 1+r,/1 1+A .
I; 1
cosy = =
ri+r,; 1+A
sinf3 =Acosy (2.4)
900-a/2 =B+ umstellen nach y =90°- /2 - 3
sin 3 =Acos[90°-a/2 - 3] zur Abkiirzung setze o'=90°- a/2
sin 3 =A {cos a'cos 3 + sin a'sin 3 } Additionstheorem
sin 3=Acosa‘cos 3+ Asina‘sinf3 multiplizieren
sin[1-Asina‘l=cos3 Acosa' trennen von sin; cos
sin® 3 [ 1 - A sin a']* = cos® B A? cos? o quadrieren
sin? 3[1-Asina‘]*=(1-sin*B) A% cos® o' cos umwandeln in sin
sin® B{[1-Asina‘]*+ A% cos® a' } = A® cos® o sin® 3 nach links
wz{ [1-Asina]?+ A% cos? o } = A? cos? sin® (3 einsetzen
(1+4)
{[1-Asina]?+ A% cos®* a' } = (14+A)% cos® o Nenner nach rechts

{[1-Asina]?*+ A%cos® o'} = (1 + 2A + A%*) cos®* o'  ausmultiplizieren
[1-Asina]?+A%c0s? o = cos® o + 24 cos® o +A>cos? o
[1-2Asina' + A%sin® a'] = cos® a'+ 2A cos® o

[1-2Asina'-2Acos® o' + A®sin® a'] = cos? o quadr. Gleichung
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2. Kreise im Kreis - Losung

[1-2Asina-2Acos® o' + A®sin® o' ] = cos? o geteilt durch sin? o
sin o' + cos® o' cos® o'
A2 -2 A —— +1/sin o' +{.}} =—— +{.}
sin® « sin® «

sin o 4+ cos? o cos? o Y-sin?a' -4
A-{ — } =V —— +{.}’-1/sin*a’ = —— + {..)°
sin? a sin? a sin? a

Somit ergeben sich die zwei Losungen der quadratischen Gleichung wie folgt

Ay ={.)E| ()71

a'=90°-a/2 inRadiant o' =mn/2-o/2=1/2-2n/N /2=m/2-1/N

sin o' + cos? o

()=

sin? o

Diese zwei Losungen beschreiben den ,inneren und den dufieren“ (roten) Kreis

an den ursprunglichen (blauen) Kreisen.

in (90°-0/2 2 (90°-0/2
A= {sm( Sino;/(g)ot_?/sz)( o/ )} o1 25)

/’
,/
’

/

/

/
I
I
1
\

\

\

\

\\
\~~~ -
. 1
Nebenbei: | A, ;= " (2.6)
i
—/ 5 1
denn mit: Ai i+1 — X + x*-1 einsetzen x-V x*-1 =ﬁ
' X+ Vx?-

giltfirallex x*-(x*-1)=1
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2. Kreise im Kreis - der Kreisfaktor

Definiert man den Kreisfaktor als Verhaltnis zwischen dem grofieren
(aufderen) Kreis zum nachstliegenden kleineren (inneren) Kreis als

r

i

Fitq

so erhalt man folgende Tabelle/ Graphik fiir die unterschiedlichen N Kreise

AnzahlI N 3 5 8 13 21 34 55

A, 9,898983,21702|2,01056|1,52609

89 144
1,2970411,17383|1,10405|1,06306|1,03851

Fir die minimale Anzahl von drei Kreisen erhalt man als Kreisfaktor den Wert
A,=51](5 )2 -1 =9,89898...bzw. A,,;=0,10102 ...

10

*
|
]
|
9 ‘. Kreisfaktor A =r./r,,,
|
|
8 i
|
]
|
7 i
|
]
|
6 i
|
|
)
5 i
¢
\
4 3
\
\
2
3 A)
X
A 4
AN
2 ™
AT
0*’
& Y
) AR A X ™ ¥ 999999909000 000909
0
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Der Wert fiir grof3e N strebt logischerweise gegen 1, da der Aufdenkreis immer
grofder wird und sich fiir N >>> oo einer Geraden anndhert.

3. Feb 2017

Goldene Spirale 12




Anhang - Kubische Gleichung

Allgemeine Form der Kubischen Gleichung in x

ax> +bx*+cx+d=0 Kubische Gleichung - (A0)

Das Losungsverfahren benotigt mehrere Schritte:

1.

Kubische Ergianzung
Auf der Basis der binomischen Formeln gilt

(3ax + b)® =27 a°x® + 27 a®x® + 9ab’x + b’ sog. kubische Ergidnzung
deshalb wird die Originalgleichung zuerst einmal mit 27a* multipliziert

27 a%x® + 27a°bx? + 27a’*cx + 27a°d =0 trennen
27 a®x® + 27a%bx? = - 27a’cx - 27a*d kubische Ergidnzung addieren

27 a3x3 4 27a%bx? + 9ab?x + b® = - 27a%cx - 27a%d + 9ab?x + b®

(3ax + b)® = 9ab’x + b’ - 27a’cx - 27a%d ausklammern
=3 (b”-3ac)3ax + b*-27a%d womit sich ergibt
(3ax + b)® +3 (3ac - b?)3ax + 27a%d -b* =0 neue Form der KG

Substitutionvon 3ax +b =y

3+ 3(3ac-b?)(y-b) + 27a%d -b* = 0

34+ 3(3ac-b?)y + 27a%d - 9abc + 2b3 =0 Abkiirzungen p und
vy~ +3( : )y +2 . : gen p und q

ergibt sich die reduzierte kubische Gleichung ohne quadratisches Glied.

y>+3py+q=0 reduzierte kubische Gleichung - (A1)

Losungsansatz mit den zwei Kubikwurzelny =u + v
(u+v)}=-3p(u+v)-q binomische Formel ausmultiplizieren
(u*+2uv+v?) (u+v) = u*+2u’v+uv? + u?v+2uv+vi = -3p (u + v) - q
w+3uw(u+v)+vi=-3p(u+v)-q sortieren fiihrt zu

u® 4 v® + 3(utv)(uv+p) + g=0
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Anhang - Kubische Gleichung

Koeffizientenvergleich fithrt zu den Bestimmungsgleichungen fiir die
Nullstellen u bzw. v des neuen Gleichungssystem

—» uw*+vi=-q bzw. uv=-p

4. Losung des Gleichungssystems fiir u und v
Fir eine quadratische Gleichung seien z; und z, die zwei Nullstellen von

z2+sz+t=0 so gilt gemafd dem Satz von Vieta

—> z;+2zZ,=-s und z;z,=t

Vergleich dieser Gleichungen fiihrtzu z; =u® und z,=v® damitdann
-s=z,+z,=u’+vi=-q und 7,2, =u*v?=(-p)>

somit Reduktion der Nullstellen auf die neue quadratische Gleichung
z2+qz-p*=0

Diese quadratische Gleichung hat mit der bekannten quadratischen
Ergdanzung folgende zwei Losungen

1 E—
2= (-9 £V q*+4p*) (A2)

und wegenz, =u® und z,=v? ergeben sich die Lésungen in u und v aus
der dritten Kubikwurzel von

13 SR 13 "+ 4n
u=?V—4q+4Jq2+4p3 V=?V—4Q‘4Jq2+4p3 (A3)

Wegen y = u + v ergibt sich die erste Losung der kubischen Gleichung zu

1 (3 _ 3 —
ylzg{V—4q+4Jq2+4p3 +V—4q—4¢q2+4p3 } (A4)
wobei man noch eine weitere Ricksubstitution nach x vornehmen muss

y,-b ) . p=3ac-Db?

= Losung mit A5
' 3a e q = 27a*d - 9abc + 2b? (A5)

ax> +bx*+cx+d=0 der allgemeinen kubischen Gleichung
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Anhang - Kubische Gleichung

Fir den Fall einer negativen Diskriminante q* + 4p® < 0 werden die Losungen z
zu komplexen Zahlen. Da q® immer positiv ist, muss p < negativ sein. Deshalb

1
21’2=7(—qii\/—q2—4p3) aus A2

Die beiden Losungen sind konjugiert komplex und kénnen in Polarkoordinaten
mit Betrag und komplexem Argument in 9 dargestellt werden.
Der Betrag ergibt sich aus

12,1 = Re?(z,) + Im?(z,) = (- q/2)* +(- q* - 4p* ) /4 = - p°

Izl =V -p3
Der Hilfswinkel Theta 9 ergibt sich mit dem Cosinussatz zu
R _
cos 9 = ez) _ (-q/2) /V-p* >>>|9=arccos I: d 3] (A6)
Iz, 2V -p

Damit ergibt sich fiir die komplexen Losungen in z
Zl=\/——p3(cosﬁ+isin8) ZZ=\/——p3(cos{)—isin8)

Die Losungen in u,v ergeben sich aus der dritten komplexen Wurzel zu
u=\/—_p(cosﬁ/3+isin8/3) v=\/—_p(c058/3—isin8/3)

Die Summe beider Losungen ergibt die reelle Grofleiny =u + v

y1=2\/—_pc058/3 YZ,3=—2\/—_p cos[9 /3 +m/3] (A7)

Die in bekannter Weise noch durch x; = (y;- b)/(3a) gemaf3 A5 als Losung der
urspriinglichen kubischen Gleichung dargestellt werden muss.

Beispiel: ®>-2d-1=0
d.h. a=1 b=0 c=-2 d=-1
und p=-6 q=-27
Determinante q*+4p>=729-864<0
Winkel 9 = arccos (27/(2V 216 ) = 23,283 732 Grad
y, =V 6 2cos6/3=4,854102 y, = - 1,854 102 y,=-3
somit X, =1,618034 ... X, =-0,618 034 X;=-1
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