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Grundlagen

Ein magisches Quadrat der Ordnung 3 wird durch eine Tabelle mit drei Zeilen und drei Spalten
gebildet, indem sich fiir die Summen der Einzelzeilen, -spalten und den Diagonalen jeweils die
gleichen Summenwerte ergeben.

Zum Beispiel dieses schon bei den Chinesen bekanntes magische Quadrat Lo-Shu aus dem 28.
Jahrhundert (?) vor Chr.:

alblc 8/1|6
de|f| == |3|5|7
glhli 492

Hierbei ergibt sich die magische Summenzahl zu 15 und als Randbedingung wurde festgesetzt,
dass die Zahlen von 1 bis 9 im Quadrat verwendet werden miissen.

Die magische Summenzahl ,MSum*“ eines Quadrates der Ordnung n (also mit n Zeilen/ Spalten)
wird im allgemeinen Fall bestimmt aus der Summe der Elemente

MSum = % Y.i(Elemente;) Gleichung (M3-1)

Hiermit kann man beliebige Zahlen, z.B. auch Primzahlen fiir den Aufbau eines magischen
Quadrates nutzen.

67| 1|43
13{37|61
31173| 7

Die magische Summe des obigen Primzahlenquadrates ist 111.

Fiir den Fall der natiirlichen Zahlen von 1 bis n? gilt speziell

MSum = % n(n?+1) Gleichung (M3-2)

Quadrat 3x3 4x4 5x5 6x6 7x7 8x8 9x9 10x10
Mag Sum 15 34 65 111 175 260 369 505

Zur allgemeinen Bestimmung der Elementwerte muss folgendes Gleichungssystem fiir ganze
Zahlen gel6st werden:

Zeile 1 Gleichung (1) MSum=a+b+c 3l213l214l213]2]3
Zeile 2 ) MSum=d+e+f albjc|d|e|f]g|h]i
Zeile 3 3) MSum=g+h+i

Spalte 1 (4) MSum=a+d+g

Spalte 2 (5) MSum=b+e+h

Spalte 3 (6) MSum=c+f+i

Diagonale 1 (7 MSum=a+e+i

Diagonale 2 (8 MSum=g+e+c

Wie man sieht ergeben sich 8 Gleichungen fiir die neun Unbekannten a bis i und die durch
Gl. M3-1 definierte magische Summenzahl MSum. Das Gleichungssystem ist also nicht
vollstandig. Es verbleibt mindestens ein Freiheitsgrad
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Ein Losungsweg flir das
Gleichungssystem von
8 Unbekannten mit

9 Gleichungen ist:

Schritt1: bausGL5

in Gl. 1 einsetzen

Schritt 2: dausGl 4

in Gl. 2 einsetzen

Schritt3: fausGl 6

in Gl. 10 einsetzen

Schritt4: hausGL 3

in Gl. 9 einsetzen

Schritt5: iausGl 7

in Gl. 11 einsetzen

Schritt 6: iausGl. 7

in Gl. 12 einsetzen

© 2018
Gl. Nr.

1 S1

2 S2

3 S4

4 S2

5 S1

6 S3

7 S5/56

8 S7/S8

9 S1=Db5in(1) ohneb
10 S2=d4in(2) ohne d

11 S3=f6in(10) S5 ohnef
12 S4=h3in(9) S6 ohneh

13 S5=i7in(11) S7 ohnei
14 S6=i7in(12) S8 ohnei

15 S7=g8in(13) ohneg

16 S8=g8in(14) ohneg

17 S9=cl15in (16) ohne c

MSum=b+e+h b=MSum—e—nh
MSum=a+b+c

MSum =a+ (MSum—e—h) +c

a=e+h—c GL9
MSum=a+d+g d=MSum—a—g
MSum=d+e+f

MSum = (MSum—-a—g)+e+f

a=e+f—g Gl. 10
MSum=c+f+i f=MSum—c—i
a=e+f—g

a=e+(MSum—-c—i)—g GL 11
MSum=g+h+i h=MSum—g—i
a=e+h—c

a=e+ MSum—-g—-i)—c Gl 12
MSum=a+e+i i=MSum—a—e

a=e+MSum—c—(MSum—a—e)—g

c=2e—g Gl 13
wie Schritt 5 77
c=2e—g Gl 14
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Schritt7 gausGl. 8 MSum=g+e+c g=MSum—-e—c
in Gl. 13 einsetzen c=2e—(MSum—e—c)
MSum = 3e
e= % MSum Gleichung (M3-3)
Schritt8 gausGl. 8 wie Schritt 7

in Gl. 14 einsetzen

WICHTIG: Das zentrale Element ,.e” ist nicht frei wahlbar, sondern steht in einer festen
Beziehung zur magischen Summe des 3x3 Quadrates. Die acht Gleichungen sind also nicht
unabhédngig voneinander! Mindestens zwei Gleichungen sind ableitbar (siehe Schritt 5/6 und
7/8). Wenn von den 8 Variablen (a ... i, ohne €) die ersten beiden (a, b) als Laufvariable
betrachtet werden bendtigt man fiir die 6 verbleibenden Unbekannten nur 6 Gleichungen.

LOosungsweg
Wahlt man ,a“ und ,b“ als Laufvariable aus so kann man die anderen Elemente berechnen.
Losung1l ausGl1 MSum=a+b+c c=MSum—-a—->b GL 15
Losung 2 ausGl.7 MSum=a+e+i i=MSum—a-—e Gl 16
Losung 3 ausGl. 5 MSum=b+e+h h=MSum—b—e Gl 17
Losung4 ausGl. 6 MSum=c+f+i f=MSum—c—i
f=MSum—c—i= MSum— (MSum —a—>b) — (MSum —a —e)
f=2a+b+e—MSum Gl 18
Losung 5 aus Gl 2 MSum=d+e+f d=MSum—e—f

d=MSum—e— (2a+ b+ e — MSum)
d=2MSum—2e—2a—-> Gl. 19

Losung 6 ausGl. 4 MSum=a+d+g g=MSum—-—a—d
g = MSum —a — (2MSum — 2e — 2a — b)
g=a+b+2e—MSum Gl 20
Mit den Variablen

2
a = {1 ¢n dies sind bei einem 3x3 Quadrat also insgesamt 8 Werte
a*e

1..n2
b = {b % e hierverbleiben 7 Werte
b+#a

Somit kann es maximal 8 x 7 = 56 mogliche Kombinationen ergeben, die zu einem magischen
Quadrat der Ordnung 3 passen.

Einschrankende Randbedingungen sind

1. Die Werte diirfen nur im Wertebereich zwischen 1 und n? liegen

2. Die Werte diirfen demzufolge nicht kleiner als 1 sein bzw.

3. Die Werte diirfen nicht grofer als n? sein

4. Und alle Werte von 1 bis n? diirfen nur einmal Verwendung finden
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Ergebnisse

Die Tabelle zeigt alle 56 Losungsmoglichkeiten mit einer magischen Summe von 15.
Die rot gekennzeichneten Elemente verstofden gegen die o.a. Randbedingungen.

|3| Ordnung MQ | |9| Elemente | |15| Mag. Summe | |5| Element e —l
Element b |
a [ ; ; .
1]2 1|3 1|4 gl 1,68 1195
5 5 41EY -4 5
819 719 N 6|9 21419 9
a2 1 3 4 6 9
2|1 2(3F |2(4|09 2167 9|4
5 5 5 i 5 ) 7|53
918 N 7|8 1/6|8 3/4|8 618
/
a3 [ 1 2 + | ]
3|1 32§00 |3/4(8 3166 3193
5 5 O} © 8|52 5|/5|5
97 N 8|7 2|67 4147 7|17
| [ 5 o | :
4|1 gl 41219 4138 4165 9
5 i 5 W 9(5|1 6|54 5
N 9|6 1/8|6 217|6 546 8|1
o [+ ]| ESE NER T |[ - 5 B
E 6|18 6|27 6|36 6(4|5 6|7 681 69
7/5|3 6|54 5/5|5 4156 5 0 BN 10 5
2/9|4 417 |4 5(6|4 8|3 9124 1|4
| ]
7144
7 2|58
6/6|3
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a9 2 4 7 8
E|924 9(2|4 9/3|3 942119 0 BN 98
5 0 B3 10 5 4 4 5 6 BN 16
6[(8|1 681 7171 8(6|1 41 3|1 2|1

Wie man erkennen kann gibt es 8 Losungen, die sich aber durch Spiegelung an den horizontalen,
vertikalen, Diagonalen bzw. n-fache 90 Grad Drehungen ineinander iiberfiihren lassen.

Faktisch gibt es nur eine einzige Losung fiir die Zahlenwerte 1 bis n* =9

2. Januar 2020 Mag_Quad_3_Ordnung.Docx 5



MB@Home © 2018

Al Literatur

1. Wie tiblich gibt es eine sehr schone Einfiihrung in die Thematik der magischen Quadrate
bei Wikipedia unter https://de.wikipedia.org/wiki/Magisches Quadrat

2. Aber auch bei den Mathematischen Basteleien sind interessante Informationen enthalten
http://www.mathematische-basteleien.de/magquadrat.htm

3. Eine unfassbar detaillierte Darstellung magischer Quadrate findet man auf 1244 Seiten
mit 583 Literaturhinweisen bei Holger Danielsson der auf diese Art das gesamte Wissen
zu magischen Quadraten zusammen gefasst hat unter http://www.magic-squares.info/

4. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung findet man auch bei Walter Trump unter
http://www.trump.de/

A2 Mathematica

Solve[{a+b+c==msum, d+e+Ff =msum, g+h+1i=msum, a+d+g==msum, b+e+h =z=msum, c+F+1i==msum,
a+e+i==msum, g+e+c=msum}, {c,d, e, f, g, h, i}]

4 msum msum
¥ ) € ]
3 3

.!;.c »-a-b+msum,d—» -2a-b-

/
LL

1 1 2 msum 2 msum
'F—.»E (6a+3b-2msum), g (3a+3b-msum), h—> -b+ § is-a+ IH’
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